Chapitre 5

Logarithme népérien

. Fonction réciproque

1) Définition
Définition :
Soit I et J des intervalles de R.

Sif: 1 — Jestune fonction continue et strictement monotone sur I, et d’image J, alors, pour tout
réel a € J, il existe un unique réel b € 1 tel que /' (b) = a.

La fonction g : J — 1 qui, au réel a associe le réel b est appelée la fonction réciproque de f.

Pourtousac€Jetbe,ona:

a=/(b)=b=g ()
La fonction réciproque de fest notée ' .

Exemple :
On considére la fonction f'définie sur [0;+o0[ par f(x) = x%

fest continue est strictement monotone sur [0;+o| et, a valeurs dans [0;+0o[ car f(x)=x22 0
pour tout réel x.

Pour tout y > 0, I’équation x> = y admet une solution unique : x=+y .

La fonction définie sur [0;+o[ : x=4+/y est la fonction réciproque de la fonction carrée.

C’est la fonction racine carrée.

Propriété :

Soit fune fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle I et, & valeurs dans
un intervalle J, de fonction réciproque f~'.

Pour tout réel x appartenant & J, on a f(f~'(x))=x et, pour tout réel x appartenant a I, on a

S (x)=x

2) Interprétation graphique

Dans un repere orthonormé, les courbes représentatives de ces deux fonctions sont symétriques par
rapport a la droite A, d’équation y=x .

Exemple :
On considére les fonctions fet g définies sur [0;+o0[ par f(x)=x2et g(x)=Vx.
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Les fonctions f'et g sont réciproques ’une de 1’autre.

Il. La fonction logarithme népérien

1) Liens avec la fonction exponentielle

La fonction exponentielle est continue et strictement
croissante sur R.

De plus, xll{nw e'=0 ¢ lim ex:"‘oo, donc d’aprés la

x>+

In(x)

généralisation du théoréme des valeurs intermédiaires, pour
tout nombre réel x de |0;+oo[, il existe un unique nombre
réel y telque e’'=x.

AN SRR
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y = In(x)

Définition :

La fonction logarithme népérien, notée In , est la fonction définie sur ]0;+oo[ qui & tout nombre
réel x>0, associe 1’unique solution de I’équation e¢”’=x d’inconnue y .

Onnote y=Inx.

Conséquences :

Elles découlent directement de la définition précédente.
* Pour tout nombre réel x>0 et tout nombre réel y, x=¢” équivauta y=Inx .
» Pour tout nombre réel x>0, ¢™ =x.

*  Pour tout nombre réel x, In(e*)=x.

1 a1
* Inl1=0 (car ¢’=1) ; Ine=1 (car e'=¢) ; lng:_l (car € IZE)



Propriété :

Dans un repere orthonormé, les courbes représentatives des fonctions exponentielle et logarithme
népérien sont symétriques par rapport a la droite d’équation y=x .

Démonstration :

On note respectivement € et €' les courbes représentatives des fonctions exp et In .

Pour tous nombres réels x et y>0 , dire que M '(x;y) appartient &4 €' équivaut & y=Inx c’est-a-
dire x=e” ce qui équivaut a dire que M (y;x) appartient & €.

€ et €' sont donc symétriques par rapport a la droite d’équation y=x .

Remarque :

Les fonctions exp et In sont réciproques I’une de I’autre.

2) Sens de variation de la fonction In

Propriété :

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur |0;+oo[

Démonstration :

a et b sont deux nombres réels tels que 0<a<b, c’est-a-

. Ina _ _Inb in(b)
dire tels que e"“<e™”.

In(a)
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R

donc :

Ina<lnb

Conséquences :

Pour tous nombres réels a>0 et b>0.
* Ina=Inb équivauta a=»~
* Ina<Inb équivauta a<b

* Ina>0 équivauta a>1 et Ina<0 équivauta 0<a<l .



lll. Propriétés algébriques

1) Relation fonctionnelle

Propriété :
Pour tous nombres réels a>0 et b>0,

In(ab)=In(a)+In(b)

Remarques :

On dit que la fonction In transforme les produits en somme.

Pour tous nombres strictement positifs a,, a,,

In(a,Xa,x...Xa,)=In(a,)+In(a,)+...+In(a,)

a

ceey n o

2) Logarithme d’un inverse, d’un quotient

Propriétés :

Pour tous nombres réels a>0 et 6>0 .

- ln%z—lnb

e m%=Inag—Inb

b

3) Logarithme d’une puissance, d’une racine carrée

Propriété :

Pour tout nombre réel a>0 et pour tout nombre entier relatif  :

In(a")=nlna
Exemple :
Pour tout nombre réel x>0, In(x*)=2Inx.
Propriété :
Pour tout nombre réel a>0 :
_ 1
InvVa= >Ina

Exemple :

1 1 1 1 2 1
lnx/Z—gln4zjln2—§ln(22)=71n2—§ln2=—61n2,



IV. Etude de la fonction In

1) Dérivabilité et continuité de In

Propriétés :
La fonction In est dérivable sur ]0;+o0[ et pour tout nombre réel x>0 .

ln'(x):£

Propriété :

La fonction In est continue sur ]0;+oo] .

En effet, toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

2) Limite delnen 0 eten +x

Propriétés :
c Iim In x=+o0

x>+

e Ilimlnx=—o0
x=0

3) Tableau de variation et courbe

3<

X 0 +o0 y=x—1

In’ + 2]
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L’axe des ordonnées est asymptote verticale a la courbe représentative de In .

V. Compléments sur la fonction In

1) Limites

Propriété :



Remarque :
On en déduit que pour / proche de 0 : In(1+4)~h .

Croissances comparées

Propriétés :
. g In x _

m —=0

x>+0 X

e lim xln x=0
x>0

Généralisation :

Pour tout neN",

e limx"Inx=0
x=0

o lim ¥_g

x40 X

2) Fonction x - In(u(x))

Notation :
u désigne une fonction strictement positive sur un intervalle I.
La fonction x = In(u(x)) définie sur 7 est notée Inu .

x+ u(x) - In(u(x))

Propriété :
u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 1.

!

. r_ e ’ u
La fonction Inu est dérivable sur I et (ln u) = o

Propriété :

Les fonctions u et Inu ont le méme sens de variation sur 1.

Exemple :
/ est la fonction définie sur R par f(x)=In(x"+1).
S =Inu ou u est la fonction définie sur R par u(x)=x’+1.

Or, u est dérivable et strictement positive sur R, donc f* est dérivable sur R.
2x

2 .
x +1

Pour tout nombre réel x, f ’(x)=
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